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Abstrak 
Dalam penelitian ini, solusi umum persamaan Einstein untuk lubang hitam Reissner-Nordstrӧm ekstrem 
telah diturunkan dari bentuk standar metrik Schwarzschild. Langkah pertama dari penurunan ini adalah 
perhitungan semua simbol Christoffel dari komponen-komponen tensor metrik. Simbol Christoffel yang 
diperoleh dapat digunakan untuk mencari hasil dari tensor Ricci, skalar Ricci, dan tensor Einstein. 
Selanjutnya, solusi umum persamaan Einstein untuk lubang hitam ekstrem ini dapat dicari dengan 
membangun perangkat-perangkat persamaan Einstein dan tensor energi momentum. Hasil  substitusi  dari 
perangkat-perangkat persamaan Einstein akan menghasilkan solusi metrik baru untuk kasus lubang hitam 
ekstrem. Berdasarkan bentuk metrik yang telah diperoleh dapat dibuktikan bahwa waktu yang  diperlukan 
untuk suatu benda mencapai horizon peristiwa menuju tak hingga. 
 
Kata Kunci : lubang hitam Reissner-Nordstrӧm, Simbol Christoffel, tensor Einstein , tensor energi-momentum. 
 
1. Latar Belakang 
Teori relativitas umum (TRU) merupakan 
salah satu teori dasar dalam Fisika yang berperan 
penting dalam menjelaskan fenomena gravitasi 
dan keterkaitannya dengan struktur ruang-
waktu. Dalam teorinya, Einstein 
memformulasikan medan gravitasi sebagai 
ruang-waktu yang melengkung akibat adanya 
distribusi materi dan energi. Secara matematis, 
formulasi ini digambarkan oleh sebuah 
persamaan medan yang dikenal sebagai 
persamaan Einstein. Persamaan ini dinyatakan 
dalam bentuk tensor yang terdiri atas 
seperangkat persamaan diferensial non-linear 
terkopel sehingga sangat sulit untuk diperoleh 
solusi eksaknya. Pembahasan lengkap mengenai 
solusi eksak persamaan Einstein dapat ditemui 
dalam monograf yang ditulis oleh Griffiths dan 
Podolsky [4] serta Stephanie et al [5]. 
Salah satu penerapan penting dari TRU 
adalah untuk menganalisis perilaku gravitasi 
dari lubang hitam. Bintang massif yang memiliki 
kecepatan lepas (escape velocity) dengan nilai 
yang lebih besar dari kecepatan cahaya, akan 
menyebabkan cahaya tidak bisa lolos dari tarikan 
gravitasinya [1]. Sesuai dengan gambaran TRU, 
medan gravitasi yang sangat kuat yang 
dihasilkan oleh sebuah lubang hitam akan 
menyebabkan ruang-waktu di sekitarnya 
menjadi sangat melengkung sehingga 
menyerupai sebuah lubang seperti diilustrasikan 
dalam Gambar 1.   
 
 
 
 
 
 
Gambar 1. Ilustrasi kelengkungan ruang waktu 
akibat objek massif. 
(http://saintif.com/akses: Juli 2019) 
 
Lubang hitam Reissner-Nordström (RN) 
merupakan gambaran ruang-waktu di sekitar 
lubang hitam statik, bersimetri bola dan memiliki 
muatan listrik. Berbeda dari solusi lubang hitam 
Schwarzschild yang merupakan solusi eksak 
persamaan medan Einstein vakum (semua 
komponen tensor energi-momentumnya bernilai 
nol) dan tak bermuatan, solusi RN diperoleh dari 
persamaan medan Einstein dalam ruang-waktu 
yang memiliki medan elektromagnetik sehingga 
komponen tensor energi-momentumnya tidak 
bernilai nol. Secara fisis, solusi RN ini 
menggambarkan geometri ruang-waktu di 
sekitar lubang hitam sferis bermuatan listrik 
yang tak-berotasi [2].  
Lubang hitam bermuatan listrik merupakan 
objek yang keberadaannya kurang realistik, 
karena lubang hitam tersebut akan segera 
ternetralisasi akibat interaksi dengan materi di 
sekitarnya [2]. Meskipun demikian, secara 
matematis solusi lubang hitam ini dapat 
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mengilustrasikan beberapa karakteristik penting 
dalam kasus lubang hitam yang lebih umum. Di 
antara karakteristik tersebut adalah lubang RN 
dapat memiliki solusi lubang hitam ekstrem, 
yaitu jika massa lubang hitam setara dengan 
muatan listriknya, sehingga dua buah lubang 
hitam ekstrem yang saling tarik-menarik secara 
gravitasional akan diimbangi oleh tolakan 
elektrostatik antara keduanya. Kesetimbangan 
tarikan gravitasional dengan tolakan 
elektrostatik dari beberapa lubang hitam ini akan 
menghasilkan suatu konfigurasi stasioner yang 
dikenal sebagai solusi lubang hitam berpusat 
jamak (multicentered blackhole). 
Dalam artikel ini juga akan dikaji mengenai 
gerak partikel yang jatuh ke lubang hitam melalui 
waktu yang dibutuhkan suatu benda untuk bisa 
bebas dari horizon peristiwa di sekitar lubang 
hitam. Artikel ini bersifat studi literatur sehingga 
hasil-hasil yang ada di dalamnya dapat 
ditemukan dalam beberapa buku teks teori 
relativitas umum seperti Inverno [3] dan Carroll 
[2].  
2. Metodologi 
Penelitian ini merupakan kajian teoretis 
dengan menelusuri berbagai pustaka yang 
relevan. Perhitungan solusi persamaan Einstein 
untuk lubang hitam Reissner-Nordstrӧm dimulai 
dengan menentukan komponen-komponen 
tensor metrik dan inversnya. Bentuk umum dari 
ruang-waktu bersimetri bola dikarakterisasi oleh 
metrik yang berbentuk 
𝑑𝑠2 = 𝑒𝜈𝑑𝑡2 − 𝑒𝜆𝑑𝑟2
− 𝑟2(𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜑2) 
(1) 
dari metrik di atas dapat ditentukan elemen 
tensor metrik dan inversnya serta simbol 
Christoffel dengan persamaan 
Γ𝜇𝑣
𝑎 =
1
2
𝑔𝑎𝛽 (
𝜕𝑔𝛽𝜇
𝜕𝑥𝜈
+
𝜕𝑔𝜈𝛽
𝜕𝑥𝜇
−
𝜕𝑔𝜇𝜈
𝜕𝑥𝛽
). 
(2) 
Selanjutnya dihitung komponen tensor Ricci dan 
skalar Ricci dengan menggunakan persamaan 
R𝜇𝑣𝜌𝜎 =
𝜕Γ𝜇𝑣𝜎
𝜕𝑥𝜌
−
𝜕Γ𝜇𝑣𝜌
𝜕𝑥𝜎
+ Γ𝛽𝜇𝜌Γ𝑣𝜌
𝛽
− Γ𝛽𝜇𝜎Γ𝑣𝜎
𝛽
 
(3) 
𝑅 = 𝑔𝜇𝜐𝑅𝜇𝜐. (4) 
Kemudian dihitung tensor energi momentum 
dan tensor Einstein dengan menggunakan 
persamaan  
𝑇𝜇𝜐 = −𝑔
𝛼𝛽𝐹𝛽𝜇𝐹𝛼𝜐 +
1
4
𝑔
𝜇𝜐
𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽 
(5) 
 
𝐺𝜇𝜐 = 𝑅𝜇𝜐 −
1
2
𝑔
𝜇𝜐
𝑅. 
(6) 
Selanjutnya dihitung persamaan medan Einstein 
dengan menggunakan persamaan  
𝐺𝜇𝜐 =
8𝜋𝐺
𝑐4
𝑇𝜇𝜐. (7) 
Berdasarkan hasil dari persamaan di atas waktu 
untuk menuju horizon peristiwa dengan 
menggunakan persamaan   
 
𝑑𝑡
𝑑𝑟
=
𝑑𝑣0
𝑑𝑣1
= −Γ𝜇𝜐
0 𝑣𝜇𝑣𝜐. (8) 
 
Adapan alur penelitian diilustrasikan pada 
gambar 2. 
 
 
 
Gambar 2. Diagram alir penelitian 
 
3.  Hasil dan Pembahasan 
3.1 Tensor Energi Momentum 
Lubang hitam RN merupakan lubang hitam 
bermuatan listrik yang tak berotasi (statik) dan 
bersimetri bola. Penentuan medan listrik yang 
dihasilkan oleh sebuah objek statik dengan 
distribusi muatan bersimetri bola dapat 
dilakukan melalui hukum Gauss. Berdasarkan 
hukum Gauss, medan listrik di sekitar (di luar) 
bola yang memiliki total muatan listrik sebesar Q 
adalah  
Menentukan komponen-komponen tensor 
metrik dan inversnya untuk ruang-waktu 
statik bersimetri bola (persamaan (1)) 
Menghitung Simbol Christoffel 
dengan menggunakan persamaan (2)  
 
Menghitung rensor Ricci dan skalar 
Ricci dengan persamaan (3) dan (4) 
Selesai 
Mulai 
Menghitung tensor energi momentum 
menggunakan persamaan (5) dan  
menghitung tensor Einstein 
menggunakan persamaan (6) 
persamaan (6) 
Menghitung persamaan medan Einstein 
menggunakan persamaan (7) dan 
menghitung waktu pada horizon 
peristiwa menggunakan persamaan (8) 
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𝐄 =
1
4𝜋𝜀0
𝑄
𝑟2
𝐫. 
(9) 
Dengan menggunakan definisi potensial skalar 
𝑉 = − ∫ 𝐄. 𝑑𝐫
𝑟
∞
, (10) 
maka potensial listrik di sekitar (di luar) bola 
yang memiliki total muatan listrik sebesar Q 
adalah 
𝑉 =
1
4𝜋𝜀0
𝑄
𝑟
. (11) 
Karena lubang hitam RN tidak berotasi maka 
lubang hitam tersebut tidak menghasilkan 
medan magnet sehingga komponen-komponen 
dari potensial vektor A bernilai nol. Hal ini akan 
menyebabkan komponen-komponen dari 
potensial empat dapat dituliskan sebagai 
𝐴𝛽 = (𝑉 𝑐, 0,0,0)⁄ . (12) 
Melalui definisi tensor kuat medan yang 
diberikan oleh persaman 
dapat ditunjukkan bahwa tensor kuat medan di 
sekitar bola bermuatan Q yang tak berotasi 
memiliki bentuk  
dengan 𝐸𝑟 =
1
4𝜋𝜀0
𝑄
𝑟2
. 
 Tensor energi momentum untuk medan 
elektromagnetik di sekitar lubang hitam RN yang 
digambarkan sebagai sebuah bola statik dengan 
total muatan listrik Q dapat diperoleh melalui 
persamaan 
𝑇𝜇𝜐 = −𝑔
𝛼𝛽𝐹𝛽𝜇𝐹𝛼𝜐 +
1
4
𝑔
𝜇𝜐
𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽, (15) 
dengan 𝑔
𝜇𝜐
 adalah tensor metrik untuk ruang 
waktu statik bersimetri bola sebagai mana 
diberikan oleh persamaan (1). Adapun 
komponen-komponen dari tensor energi 
momentum yang tidak nol adalah 
𝑇00 = −
3
2
𝑒2𝜐+𝜆𝐸𝑟
2 
 
𝑇11 =
3
2
𝑒2𝜆+𝜐𝐸𝑟
2 
 
𝑇22 =
1
2
𝑟2𝑒
𝜐+𝜆
𝐸𝑟
2 
 
𝑇33 =
1
2
𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒
𝜐+𝜆
𝐸𝑟
2 
(16) 
 
 
 
3.2 Solusi Lubang Hitam Reissner-Nordstrom 
Ekstrem 
Dengan memanfaatkan tensor Ricci (𝑅𝜇𝜈) 
dan skalar Ricci (𝑅) untuk ruang-waktu statik 
bersimetri bola seperti yang diberikan oleh 
persamaan  
𝑅00 = 𝑒
−𝜆+𝜐 (
𝜐"
2
+
𝜐′ 
𝑟
−
𝜐′𝜆′
4
+
𝜐′2
4
)  
𝑅11 = (−
𝜐"
2
+
𝜆′ 
𝑟
+
𝜐′𝜆′
4
−
𝜐′2
4
)  
𝑅22 = (−𝑒
−𝜆 (
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
+ 1) + 1)  
𝑅33 = (−𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑒
−𝜆
(
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
+ 1)
+ 𝑠𝑖𝑛2𝜃) 
(17) 
𝑅 = 𝑒−𝜆 (𝜐" +
2(𝜐′ − 𝜆′)
𝑟
−
𝜐′𝜆′
2
+
𝜐′2
2
+
2
𝑟2
) −
2
𝑟2
 
(18) 
 
dapat dibangun tensor Einstein untuk ruang-
waktu tersebut melalui persamaan (6) dan 
didapat hasil perhitungan dari komponen-
komponen tensor Einstein yang tidak bernilai nol 
sebagai berikut: 
G00 =
𝑒𝜐
𝑟2
(𝜆′𝑟𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜆 + 1)  
G11 =
1
𝑟2
(1 − 𝑒𝜆 + 𝜐′𝑟)  
G22 = 𝑒
−𝜆 (
𝜐"𝑟2
2
−
𝜐′𝜆′𝑟2
4
+
𝜐2
′
𝑟
4
+
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
) 
 
G33 = 𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑒−𝜆 (
𝜐"𝑟2
2
−
𝜐′𝜆′𝑟2
4
+
𝜐2
′
𝑟
4
+
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
). 
(19) 
Solusi persamaan Einstein untuk lubang hitam 
RN dapat dilakukan dengan mensubtitusikan 
komponen-komponen tensor Einstein 
(persamaan 19) dan komponen-komponen 
tensor energi momentum yang diberikan oleh 
persamaan (16) ke persamaan (7). Substitusi ini 
akan menghasilkan perangkat persamaan 
berikut  
𝐹𝛼𝛽 = 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼 (13) 
𝐹𝛼𝛽 = (
0 𝐸𝑟 
−𝐸𝑟 0
0 0
0 0
0     0
0     0
0 0
0 0
) 
(14) 
PRISMA FISIKA, Vol. 7, No. 3 (2019), Hal. 175 - 179 ISSN : 2337-8204 
178 
 
𝑒𝜐
𝑟2
(𝜆′𝑟𝑒−𝜆 − 𝑒−𝜆 + 1)
= −
12𝜋𝐺
𝑐4
𝑒2𝜐+𝜆𝐸𝑟
2 
(20) 
1
𝑟2
(1 − 𝑒𝜆 + 𝜐′𝑟) =
12𝜋𝐺
𝑐4
𝑒𝜐+2𝜆𝐸𝑟
2 (21) 
𝑒−𝜆 (
𝜐"𝑟2
2
−
𝜐′𝜆′𝑟2
4
+
𝜐2
′
𝑟
4
+
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
)
=
4𝜋𝐺
𝑐4
𝑟2𝑒
𝜐+𝜆
𝐸𝑟
2 
(22) 
𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−𝜆 (
𝜐"𝑟2
2
−
𝜐′𝜆′𝑟2
4
+
𝜐2
′
𝑟
4
+
𝑟(𝜐′−𝜆′)
2
)
=
4𝜋𝐺
𝑐4
𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒
𝜐+𝜆
𝐸𝑟
2 
(23) 
Eliminasi persamaan (20) dengan persamaan 
(21) akan menghasilkan 
−𝜆 = 𝜐 + 𝑘1 (24) 
melalui suatu transformasi koordinat tertentu 
konstanta 𝑘1 dapat dipilih bernilai nol sehingga  
−𝜆 = 𝜐. (25) 
dengan mensubstitusikan −𝜆 = 𝜐 dan 𝐸𝑟 ≈
𝑄
𝑟2
  ke 
persamaan (20) serta menganggap nilai 𝑘 =
2Gm
c2
 
maka solusi persamaan Einstein untuk lubang 
hitam Reissner-Nordström ekstrem dapat ditulis 
sebagai berikut:  
𝑑𝑠2 = (1 −
𝑚
𝑟
)
2
𝑑𝑡2 −
1
(1 −
𝑚
𝑟
)
2 𝑑𝑟
2
− 𝑟2(𝑑𝜃2
+ 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑑𝜑2). 
(26) 
3.3 Gerak Partikel Netral yang Jatuh ke dalam 
Lubang Hitam Reissner-Nordstrӧm 
Ekstrem  
Ruang-waktu Schwarzschild untuk kasus 
lubang hitam Reissner-Nordström ekstrem yang  
diberikan oleh persamaan (26) dapat diturunkan 
konsep lubang hitam yang dibatasi oleh horizon 
peristiwa, dimana setiap benda yang berada di 
dalam horison peristiwa tersebut tidak dapat 
keluar darinya. Horizon peristiwa sendiri 
merupakan pemisah antara daerah di dalam 
lubang hitam dan daerah di luar lubang hitam 
yang memiliki batas 𝑟 = 𝑚. Dengan 
menggunakan persamaan (2) untuk metrik 
ruang-waktu yang diberikan oleh persamaan 
(25) dapat dihitung simbol Christoffel yang tidak 
bernilai nol dalam arah radial sebagai berikut 
Γ01
0 =
𝑚
𝑟2 − 𝑚𝑟
 Γ00
1 =
𝑚
𝑟2
(1 −
𝑚
𝑟
)
3
 
 
Γ10
0 =
𝑚
𝑟2 − 𝑚𝑟
 Γ11
1 =
−𝑚
𝑟2 − 𝑚𝑟
 
(26) 
Selanjutnya dapat pula dihitung simbol 
Christoffel jenis pertama dengan menggunakan 
hubungan 
Γ𝜇𝜐𝛼 =
1
2
(𝑔
𝜐𝛼,𝜇
+ 𝑔
𝛼𝜇,𝜐
− 𝑔
𝜇𝜈,𝛼
) (27) 
Sehingga didapat nilai yang tidak bernilai nol 
dalam arah radial adalah 
Γ010 =
𝑚
𝑟2
(1 −
𝑚
𝑟
) Γ001 = −
𝑚
𝑟2
(1 −
𝑚
𝑟
)  
Γ100 =
𝑚
𝑟2
(1 −
𝑚
𝑟
) Γ001 =
𝑚
𝑟2 (1 −
𝑚
𝑟
)
3 
(28) 
Dengan mensubstitusikan persamaan (26) dan 
(27) ke persamaan menggunakan persamaan (8) 
akan menghasilkan  
 
𝑡 = [−
1
2𝑚
(𝑟1 − 𝑚)
2 +
1
2𝑚
(𝑟0 − 𝑚)
2
+ 3𝑚 𝑙𝑛
(𝑟1 − 𝑚)
(𝑟0 − 𝑚)
−3(𝑟1
− 𝑟0) +
𝑚2
(𝑟1 − 𝑚)
−
𝑚2
(𝑟0 − 𝑚)
] 
 
 (29) 
 
 
Gambar 2. Grafik Waktu Pada Horizon Peristiwa vs 
Jarak dari Lubang Hitam 
 
Berdasarkan gambar 2 dapat diketahui 
bahwa ketika 𝑟 = 𝑚 (yang merupakan pembatas 
dari harizon peristiwa) bernilai 1 atau 
log (𝑟 𝑚) = 0 ⁄  maka waktu yang diperlukan 
adalah menuju tak hingga. Hal tersebut 
menjelaskan bahwa setiap informasi yang telah 
masuk ke dalam lubang hitam akan memerlukan 
waktu yang tak hingga untuk bisa keluar dari 
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lubang hitam itu sendiri. Dengan kata lain setiap 
informasi yang dibawa masuk ke dalam lubang 
hitam tidak dapat keluar dan akan terperangkap 
selamanya di dalam  lubang hitam. 
 
 
4. Kesimpulan 
Sebuah lubang hitam dapat dikatakan 
ekstrem jika lubang hitam tersebut memiliki 
massa yang sebanding dengan muatan listrik 
yang dihasilkan oleh lubang hitam itu sendiri. 
Berdasarkan ruang-waktu statik bersimetri bola 
dihasilkan metrik solusi persamaan Einstein 
untuk lubang hitam ekstrem berupa 
 𝑑𝑠2 = (1 −
𝑚
𝑟
)
2
𝑑𝑡2 −
1
(1−
𝑚
𝑟
)
2 𝑑𝑟
2 − 𝑟2(𝑑𝜃2 +
𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜑2). 
Dari nilai metrik lubang hitam eksetrm tersebut 
dapat dihitung bahwa waktu yang diperlukan 
untuk suatu benda mencapai horizon peristiwa 
adalah tak hingga. 
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